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ABSTRACT

In the definition of CW-complexes, the one-point space P, respectively the
space P| J * with basepoint #, play the roll of the only “building-stone”. Let m
be a family of compact spaces. Then the definition of a generalized CW-complex
over IR is obtained from the definition of a CW-complex by replacing P by the
spaces of I8 and formation of the mapping cone by a slightly modified con-
struction. Let CW (IB) * denote the category of all pointed spaces which
have the homotopy type of a generalized CW-complex over I3 .If YB3 = {P},
then CW (W) # is the category of all pointed CW-spaces. CW (IB) * is closed
under the formation of direct sums and of mapping cones, cylinders and tori,
and is formally characterized as the smallest such subcategory of Topy con-
taining the spaces W | %, W € 8. Following the methods of E. H. Brown, it
is proved, that any half exact homotopy functor on CW () # is represent-
able, and any cohomology theory on CW (IB)2 is naturally equivalent to the
cohomology theory of an Q-spectrum; for example, the singular cohomo
logy is representable on CW (QB)2 for any family I3 of compact spaces.

1. Einfiihrung

Fiir die (nicht notwendig zusammenhéngenden) C W-Komplexe mit Grundpunkt
spielt der Einpunktraum P bzw. der durch Hinzunahme eines Grund-
punktes * gebildete Raum P|J* die Rolle des einzigen ‘‘Bauelementes’’:
die verwendeten Konstruktionen sind die Bildung direkter Summen und
reduzierter Abbildungskegel. Ersetzt man P durch eine Familie 28 kompakter
Rdume und die Bildung reduzierter Abbildungskegel durch eine dadurch nahe-
gelegte abgewandelte Konstruktion, so fiihrt die Definition der CW-Komplexe
zu einer Definition ‘‘verallgemeinerter CW-Komplexe iiber IB”’. Diese und die
zu ihnen homotopiedquivalenten Riume bestimmen eine Kategorie CW(IB),,
die fiir W = {P} gerade mit der Kategorie CW, aller CW- Ridume zusammen-
fallt. CW ), ist abgeschlossen gegeniiber der Bildung direkter Summen und

Received February 28, 1972

306



Vol. 12,1972 CW-KOMPLEXE 307

gegeniiber der Bildung von reduziertem Abbildungskegel, -zylinder und -torus
und 14pt sich formal charakterisieren als die kleinste Unterkategorie von Top,
mit diesen Eigenschaften, die I3 enthilt. Mit der Methode von E. H. Brown [1]
wird gezeigt, daf} jedsr (streng additive) halbexakte Homotopiefunktor auf
CWI), darstellbar ist und jede (streng additive) verallgem=inerte Kohomolo-
gietheorie auf der Kategorie CW(IB)> der Paare bis auf Isomorphie durch ein
Spektrum definiert wird; so ist insbesoadere die singuldre Kohomologie fiir jede
Familie I kompakter Riume darstelibar auf CW(IB)2.

Einige Anwendungen dieser Ergebnisse werden in einer spiteren Arbeit be-
handelt.

2. Definition und Eigenschaften verallgemeinerter CW-Raume

Im folgenden sei B immer eine Familie kompakter Riume. E" bezeichne
die n-dimensionale Vollkugel mit der (n—1)-Sphiare S"~! als Rand. Fiir Wel
heift W" = (W x EMJ* n- Zelle iiter W (* ¢ W x E") und der Unterraum
W = (W x $"1)J* Rand von W". Mit * als Grundpunkt sind W" und W
wohlpunktierte Rdume. Im weiteren haben alle R&ume einen Grundpunkt und
alle Abbildungen und Homotopien sind grundpunkterhaltend. Ein gemeinsamer
ausgezeichneter Punkt p, von S*~! und E" zeichnet in W” und W™ einen Unter-
raum Wg = (W x po) Ux &~ W ®aus; die Inklusionen seien %,: W°~ Wi < W"
und 1,: W° & W} < W". Die Abbildungen r,: W* » Wy und #,: W" - W7, die
jeden Punkt (w,p)e W x E" bzw. (w, p)= W x §" ' in (w, py) und * in * abbilden
sind Retraktionen.

Inder folgenden Definition werden Konstruktionen, die der Bildung von re-
duziertem Abbildungstorus, -kegel und reduzierter Einhidngung entsprechent
beschrieben.

DerINITION 1. Es sei A = X eine Cofaserung und r: X — A eine Retraktion.
T,(f, g) sei der reduzierte Abbildungstorus zweier Abbildungen f,g: X —» Y mit
flA = g/A. Der Quotientenraum, der aus T,(f,g) entsteht, indem fiir jeden
Punkt ae A alle Punkte [a,1]e T (f,g), 0 £ ¢t £ 1, identifiziert werden mit
f (a)=g(a), heiPt reduzierter Abbildungstorus beziiglich 4 von fund g; er wird mi,
T(f, g) bezeichnet. T(f,(f/A)r) heiPt reduzierter Abbildungskegel beziiglich A
von f. Mit Y = A heipt T,(r,r) reduzierte Einhdngung bezliglich 4 von X.

Wie man E"aus E"~! oder aus $"-1und $"~! aus S"~2 durch Bildung des redu-
zierten Abbildungskegels oder der reduzierten Einhidngung erhilt, so gilt hier:
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(1) We=wUs; Wi=w,'yw= w° yw°
(2) W" = Tyy " (Lgn-1,Ty1Ty—y) flir n 2 2

(3) W = Ty (I, t,7,) fiir n = 1

@ W™ = Ty~ '(Fyeys Fy) fiir n = 2.

DeriNITION 2. Ein Raum X mit Grundpunkt , heift verallgemeinerter CW-
Komplex iiber T, wenn es eine Folge (X,),»o abgeschlossener Unterrdume X,
von X gibt, so daf gilt:

(1) Xo = ;W2 W2 Kopie von WO fiir jedes aeJ(W), J(W) Indexmenge
fiir jedes Wel, J = JW)# &.

(2) Fiir n 2 1 ist X, der reduzierte Abbildungskegel beziiglich \/, W, einer
Abbildung £, = \/ ;f,: Vs Wi > X,_,; dabei ist J = U J@r,W), J(r,W)
eine Indexmenge fiir jedes r mit 1 < r < n und We2B und W, eine Kopie von
W fiir aeJ(r,W).

(3) X = UnpoX,, X trigt die schwache Topologie beziiglich der Folge
(X)nzo-

Ein zu einem veraligemeinerten CW-Komplex iiber I8 homotopiedquivalenter
Raum mit Grundpunkt heifit verallgemeinerter CW-Raum iiber 33, Die von der
Klasse der verallgemeinerten CW-Riume iiber ¥ bestimmte volle Unterkategorie
von Top, wird mit CW(IB), bezeichnet. Unterkomplexe und relative verallge-
meinerte CW-Paare (X, A) tiber W, wobei A eTop, ist, werden entsprechend
wie bei gewdhnlichen CW-Réumen definiert.

Fiir 83 ={P} mit dem Einpunktraum P erhalt man mit CW({P}), offenbar
genau die Kategorie CW,, aller punktierten CW-Riume. Das folgt unmittelbar
aus der Definition und aus der Giiltigkeit des zellularen Approximationssatzes
in CW,. Ist P, so umfapt CW(IB), also CW,.

Die folgenden Eigenschaften gelten unmittelbar bzw. lassen sich entsprechend
beweisen wie im Falle gewshalicher CW-Riume:

(El): CW(I), ist abgeschlossen gegeniiber der Bildung direkter Summen.

(E2): X sei ein verallgemeinerter CW-Komplex iiber W; 0 <X ist genau
dann offen, wenn 0 U W, offen in W, fiir alle W < X, und 0N £,[W'] offen
in f,[W"] ist fiir jede anheftende Abbildung f,: W™ — X,_,; dabei ist f,: W' X,
die natiirliche Fortsetzung von W' X,_, < X,.

(E3): Ist (X, A) ein relatives verallgemeinertes CW-Paar, so ist A< X eine
Cofaserung.
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(E4): Mit X ist auch X x 1], x I verallgemeinerter CW-Komplex tiber 8.
(ES): Mit jedem:Diagramm X > A % Y gehort auch Y |, X zu CW(I),.

Bewess VoN (ES). Z =Y U,X; p: Y UX — Z sei die Projektion. Wie folgt
wird eine Folge (Z,),, von Unterrdumen von Z bestimmt: Z, = Y, vV, w?;
dabei ist J die Menge der o, fiir die W) zu X,, aber nicht zu A4, gehodrt. Fiir
n = 1ist Z, der reduzierte Abbildungskegel beziiglich \/; Wy, von ¢, = V;pd,:
\/, Wi - Z,_,; dabei ist J die Menge aller a, fiir die ¢,:W,” » Y,_; anhef-
tende Abbildung fiir Y ist, oder fiir die ¢,:W, - X, L £ r <k < n, an-
heftende Abbildung von X | A ist und folgende Bedingung erfiillt: Bezeichnet
K(¢,) den kleinsten Unterkomplex von X, der Bild ¢, enthilt, so ist p[K(¢,)]
c Z,_, und, wenn k < n ist, ist n die kleinste Zahl, so daB diese Bzdingung
erfiillt ist. Fiir n = 0ist dann Y, = Z, und aus der Kompaktheit der We 2B folgt,
dap es zu jeder anheftenden Abbildung ¢, von X \A ein n gibt mit
p[K(¢) = Z,—,. Daher ist Z = | ,20Z,. Dap Z die schwache Topologie
beziiglich der Unterrdume Z,, n 2 0, trigt, folgt unmittelbar mit (E2).

Sei Xo = W° (We W) und X=X, der reduzierte Abbildungskegel beziiglich
Wl von ¢: W' =W viw® - X, mit ¢[Wo] = * und ¢/W° = Iy,
Wegen X =~ x gehort daher der Einpunktraum # zu CW(IB),. Mit (E4) und (E5)
ergibt sich:

FOoLGERUNG. CW(IB)# ist abgeschlossen gegeniiber der Bildung von reduziertem
Abbildungstorus, -zylinder und -kegel.

3. Darstellbarkeit halbexakter Funktoren

Im folgenden sei €, eine CW(IB), umfassende Kategorie punktierter Riume,
die abgeschlossen ist gegeniiber der Bildung von direkten Summen und von
Abbildungstorus, -zylinder und -kegel.

Sei (Y, B) ein Paar von Rdumen aus €, i: B < Y die Inklusion und h: W° —» B
(We ) eine Abbildung. Dann bezeichnet [(W", W "),(Y,B)], die Menge der Klas-
sen von rel W homotopen Abbildungen f: (W",W") — (Y,B) mit f/Wy = h;
entsprechend sind [/", Y], und [W*", B], iefiniert. Die Inklusion (W', W®) <
(W', W) bestimmt eine Abbildungsfolge

L, W) — WL, W) = (WL W) — 02, W)~ 02, 2) > -
in der die Abbildungen Inklusionen und jedes Paar der reduzierte Abbildungs-

kegel beziiglich (W°, W°) der vorangegangenen Abbildung sind. Diese geht iiber
in die exakte Homotopiesequenz
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= [ W), (Y, B, — [W",B], 5 [, Y]~ -
o (WL, B, > [V, BL, S [, Y,

Ist fiir alle We®B, h: W° > B und r, 1 < r £ n, die induzierte Abbildung i,
ein Isomorphismus, so ist dann stets [(W",W"),(Y,B)],= 0, d.h. jede Abbildung
f:(W",W") — (Y, B) mit f/Wy= h ist homotop rel W"zu einer Abbildung W”— B.
Jede Abbildung (X, A) »(Y,B) ist daher homotop relA zu einer Abbildung
X = B, wenn (X,A) ein relatives verallgemeinertes CW-Paar iiber I3 mit
X = X, ist.

Daraus ergeben sich mit denselben Argumenten wie im Falle der gewdhnlichen
CW-Riume (vgl. [4]) das folgende Lemma und die beiden Korollare.

LemmAa. Fiir alle Wel3 und alle Abbildungen h: W° > Y sei die von
f: Yo Y’ induzierte Abbildung
fu: W, Y] - [Wra Y]
bijektiv, wenn 1 < r < n ist, und surjektiv fiirr = n+ 1. Ist (X, A) ein rela-
tives verallgemeinertes CW-Paar iiber W und X = X,, g: A > Yeine Abbildung

und g': X — Y’ eine Fortsetzung von fg: A —» Y', dann gibt es eine Fortsetzung
g:X > Yvon g auf X, so daf g ~ g'(rel A) ist.

KoroLLAR 1. Ist die von f: Y — Y’ induzierte Abbildung
fo: WYL~ WY ]

bijektiv fiir alle WelB, alle Abbildungen h: W° — Y ynd alle r 2 1, so ist
fe:[ s Y)1=>[ ,Y'] eine natiirliche Aquivalenz auf CW(IB),.

KOROLLAR 2. Gelten fiir f: Y »Y’ die Voraussetzungen von Korollar 1 und
sind Y, Y € CW(I)#*, so ist f eine Homotopiedquivalenz.

Ist H: G, — Men, ein kontravarianter homotopieinvarianter Funktor und
Ye(®,, so definiert jedes Element ue H(Y) eine natiirliche Transformation
u:[ Y]~ H durch: u([f]) = H(f)u fiir alle Xe@, und [f]e[X,Y].

Sarz 1. H:E, - Men, sei ein halbexakter (streng additiver) Funktor,
YeQ, und ue H(Y). Dann gibt es ein relatives verallgemeinertes CW-Paar
(Y',Y) idiber W und ein Element u'eH(Y') mitu'|[Y=u, so daf
u':[ ,Y']— H eine natiirliche Aquivalenz auf CW(IB), ist.

Bewels. Firm =1, Wel3 und ae HW®) sei K'= (H(t,)) (@) c HW ™)
das Urbild von a unter H(t,) (t,: W° ~ Wy < W™); da H(%,) surjektiv ist
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(Futm = lwo), ist K # J. Es geniigt, Y’ und u’ so zu bestimmen, daB fiir alle
Wel, ac HW®), [h,]e[W° Y] mit u'([h,]) = « und m = 1 die Abbildung
w':[W™Y"], - Ky HW™) bijektiv ist. Daraus folgt unter Verwendung des
Lemmas in der iiblichen Weise (vgl. [4]), daB u’:[X,Y'] » H(X) bijektiv ist
fiir alle X e CW(W),,.

Mit der disjunkten Vereinigung J aller HW™), WeB, n 2 1, als Indexmenge
sei Yo=Y v \/ ,W?"; dabei ist W7 Kopie von W" fiir ae HIW™). Wegen der
strengen Additivitit von H induzieren die Inklusionen i:Y < Y, und
i,:W" x W < Y, einen Isomorphismus H(Yp) ~ H(Y) x X, H(W™. Es gibt
daher ein u, € H(Y,) mit H(Duo = u, H(i,)Juy, = o; d.h. es ist uyi, = u und alle
Abbildungen ugy: [W", Y,] » HW™, We, n = 1, sind surjektiv. Natiirlich
ist fiir jedes WeB auch uy: [WO,Y,] > H(W®) surjektiv, da W' = wo\/ w°
ist.

Fiir jedes n = 1 werden nun Y, e €, und u, € H(Y,) so bestimmt, dap folgende
Eigenschaften gelten:

(1) Y.< Y, und H(,-Du, = ty-y (i,-1: Y,-1 < 1)),

(2) Fiir alle We 8, ac HW®), [h,] €[W°,Y,_;] mit u, ,[h,] = a ist
w,: [W, YN, _ . — K& surjektiv fiir ¢ 2 1 und injektiv auf Bild i,_,,, wenn
1< qg=<nist.

Sind Y,_,u,_; bereits definiert, so werden Y,, u, wie folgt bestimmt:
J(W,q,0), We W,1=q < n,aec HWO), sei die Menge aller Paare g = ([g'],[g2])
von Homotopieklassen [g'],[g*]e [W 4 Y,—; 1, ([h,]e[W°, ¥,_ ] mit u,_ [h,]
= o) mit [g] # [g?] und w,_,[g'] = u,_,[¢?]. Fir jedes geJ(W,q,q) sei
W2 Kopie von Waund i:W} ~ W?. Mit der disjunkten Vereinigung J aller
J(W,q,0) als Indexmenge ist dann Y, der reduzierte Abbildungstorus beziiglich
V, W} der Abbildungen

g1 = \J/gliga 82 = \J/ gziy: V W;' - Y,
J

Mit i,_: Y,_; = ¥, ist [i,_,] ein Gleicher von [g,], [g,] (in der Homotopie-
kategorie von §,) und es gilt H(g,)u,—; = H(g,)u,_,. Also gibt es ein Element
u, € H(Y,), so dass H(i,_)u, = u,_;, das Diagramm auf der folgenden Seite
also kommutativ ist:

Nach Konstruktion von Y, ist u, injektiv auf Bild i,_;, fir 1 £ g <n
insbesondere ist offenbar auch u, injektiv auf Bild i,_,, fiir i, ,: [W°,Y,_,]
- [W°,Y,]. Fir [fle[W%Y,_]i._ .. ist u,[f]e K% und es ist nur noch die
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W ¥e] —— i)
ha
in~|4s Yn
Mq’Yn] in-1ha

Surjektivitit zu zeigen: Nach Definition von Y, ist w,_,:[W9,Y,_,] - HO9)
surjektiv fiir alle We W, g = 1. Zu jedem y e K? = H(#9) gibt es also eine Ab-
bildung f,: W9 - Y,_ mit u,_,[f,]=y. Dann gilt: u,[i,_,f,t,]=u,-,[f,1,]=
H(t)y = o = u,[i,_h,]. Aus der Injektivitit von u, folgt [i,_,f,t,] = [i,— h,].
Es gibt daher eine zu i, _ , f, homotope Abbildung fy': W1 Y, mit, f;/ Wg =i,_1h,
denn (W4, Wg) hat die Homotopieerweiterungseigenschaft; es folgt:

[fy’]e[W", Yol und w,[fy]=7.

Fiir Y,, u, gelten also die Eigenschaften (1) und (2). Daraus und aus der Kon-
struktion der Y, folgt, daf (Y',Y) ein relatives verallgemeinertes CW-Paar iiber
I ist, wenn man Y’ = |, Y, mit der schwachen Topologie beziiglich der
Unterrdume Y, versieht, und «aP es ein u’ e H(Y') mit u’/Y, = u,und u'/Y = u
gibt, so dap fir alle Wel3, g=1 und h,:W°—>Y' die Abbildung
u':[W4Y'], — K% bijektiv ist.

Wie anfangs bemerkt, ist damit der Satz bewiesen.

ity

Satz 2. CW(B)* sei die Kategorie der Paare (X, A) verallgemeinerter
CW-Réume iiber W,# = {H%, 0}, ., eine streng additive Kohomologietheorie
auf CW(B)*>. Dann gibt es ein Q-Spektrum 9 = {Y,, h}, (Y, e CW(B),,
hy: Y, > QY,,, induziert eine natiirliche Aquivalenz hyy:[ ,Y,] > [QY,,,]
auf CW(B),), so daf H isomorph zu der von Y definierten Kohomologietheorie
H() ist.

Zu beachten ist nur, dap jedes Paar (X, A) die Homotopieerweiterungseigen-
schaft hat und — wie bei CW-Riumen — die Mayer-Vietoris-Sequenz jedes
Tripels (X 1UDX 2 X1, X;) exakt ist. Y, ist dann der darstellende Raum des
reduzierten Kohomologiefunktors H?: CW(IB),, - Men,, die fiiralle X € C W),
bestehende Isomorphie [X,Y,] ~ H(X) ~ H**'(Z,X) ~ [ L.X, Y,.q] =~
[X,QYq+1] definiert eine natiirlicke Aquivalenz f,:[ , Y] - [ ,QY,,] auf
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CW(R), und es gibt daher wegen Y, € CW (), eine Abbildung h,:Y, » QY ,,,
so daP t, = h, ist.

FoLGERUNG. Fiir jede Familie 3 kompakter Rdume ist die singulidre Koho-
mologietheorie mit Koeffizienten in G natiirlich dquivalent zu der durch ein
Q-Spektrum Y = {Y,,h;},cz, Y,€ CW(W),, definierten Kohomologietheorie
(auf CW(IB),). Fiir die Y, gilt: [W, Y,]» HYW; G) und [W", Y,]Jx H(Wx 5"~ 1;G)
fir n = 1. Ist HY(W;G) = 0 fiir alle We I, so bendtigt man fiir die Kon-
struktion von Y, nur reduzierte Einhingungen X, WObzw. reduzierte Kegel
iiber diesen Einhdngungen.
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